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多网格法解总变分问题及在医学图像增强中的应用
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摘 要 传统的各向同性平滑方法;如拉普拉斯平滑方法;虽然能去掉图像的噪声;但同时也可能使图像的边缘信

息模糊;甚至丢失F针对这种情况;基于总变分的平滑方法得到重视;因为该方法可以在去除噪声的同时;对边缘的

信息进行增强;但是由于基于总变分的平滑方法计算量大;且用松弛法迭代的收敛速度比较慢;因此引入了多网格

预处理的共轭梯度算法来解总变分问题F计算结果表明;共轭梯度法的收敛速度明显高于松弛法;而采用多网格法

收敛速度还可以得到进一步提高F为说明该方法的优点;最后对用这两种方法处理的超声医学图像的收敛曲线和

平滑结果进行了比较F
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< 引 言

由于图像的平滑去噪问题是一个奇异问题=A>;
需要引入约束项以获得平滑问题的稳定解;而经常
用到的是 G6?5’*’5规则约束=#>;它又称为最小二次
项约束;但由于它要求图像是平滑的;否则会出现

36228现象;所以它对于一般的图像处理的效果不

是很好F文献=@;%>对总变分法?1’1+,5+)6+*1;简称

G9法C的理论进行了分析;由于总变分约束规则;
不再要求图像是平滑或者是连续的;因此特别适合
于具有陡峭边界的块状图像去噪F
由于基于总变分约束规则的图像去噪问题的收

敛速度比较慢;因此目前很多学者对此进行研究;其
中一种常用的方法是将其转化为最小化问题;即用
演化的方法来解相应的 j(,1)Do+0)+*01方程式=K>

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

;

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       



为了得到比较快的收敛速度!从理论上说!虽可以采
用像 "#$%&’(这样标准的数值最优技术来求解!但
是对于总变分问题!这样的方法效果很不理想!文献

&)(证明!最主要的问题是 "#$%这样的标准方法的
基础**局部二次逼近对于总变分这类非线性问题
并不是一个很好的模型+
本文针对 ,-最小化的非线性问题采用了如下

两种实现方法.第 /种方法是先采用固定点迭代方
法0#12使非线性问题转化为线性问题&)(!这种迭代
方法可以被看作是半二次规则方法&3!4(和 56,76
方法&/8(的一个特例!由于这样迭代收敛是线性的!
而不是二次非线性的!而且对于任意的初始估计解!
它都是全局收敛的!因此在此基础上只需解一组线
性方程系统即可!虽然解线性方程系统常采用松弛
算法!但是对于总变分问题!由于松弛算法的收敛速
度很慢!因此本文中采用了预处理双共轭梯度算
法&//(+在连续情况下!由于在 ,-最小化中得到的

9:;;<=>微分0扩散2算子 ?是稀疏矩阵!因此根据
这个特殊点!可以用稀疏矩阵的特殊解法来大量降
低计算复杂度+
第 @种方法是多网格计算方法!它的基本思想

是在将偏微分方程离散化成为差分方程的过程中!
采用不同大小的网格&//(+它最初虽是为了提高松弛
法的收敛速度而提出的!但在求解基于总变分的平
滑方程中!它可以被看作是椭圆形的偏微分方程!它
不仅可直接采用 #5%算法来求解!而且不需要进行
线性化+

A 基于总变分图像平滑的数学模型

在进行图像平滑时!应考虑下面的噪声化和模
糊化数据的数学模型

BC DEF G 0/2
其中!D是一个平滑算子!H是噪声!E就是要恢复的
图像+由于上式是一个奇异的问题&’(!因此!从离散
化这个等式得到的矩阵系统也是严重奇异的+为了
稳定式0/2的解!经常使用 ,<IJK>KL约束方法!这
样恢复 E的问题就被转变为寻找 E!并使下面的等
式最小化的问题+

M0E2C /
@

NN NN

DEO B@F PQ0E2 0@2

其中 P为正的参数!Q为已知的泛函+通常对Q的选
择是

Q0E2CRE@ST 0U2

当 E不连续时!式0U2通常会产生伪振动0$<VV;现
象2!或称为环+
另外尚需考虑如下形式的总变分泛函!

Q,-0E2CRWX EXST 0Y2

由于这里 E不一定是连续的!所以式0Y2对于图像平
滑是一个比较好的约束项+但是!由于在 Z[\]<S:=>
空间中的 8点邻域内不可导!因此将式0Y2修改如
下.

Q̂0E2CRW E@F ^@_ ST 0‘2

由于在下面的章节中!将最小化下面的式子

M0E2C /
@

NN NN

DEO B@F PRW E@F ^@_ ST0’2

因此这里列出与式0’2相关的 Z[]:abc=da=>d:等式
如下.

e0E2CDf0DEOB2FPg0E2EC8! ThW
iE
ijC8!ThiW 0)2

式中!Df表示算子 D的伴随矩阵!g0E2是微分算
子!它对元素 k的作用如下.

g0E2kCO l
/

E@F ^_ @

m

n

o

p
k 032

由于式0)2是非线性的椭圆性微分积分方程!DfD!
g0E2都是正的对称半有界的算子!因此可以通过将
式0)2平方根项中的 E用 E0q2代替来实现线性化!描
述如下.
DfDFPg0E0q2& (2E0qF/2CDfB! qC/!@!U!r 042
上式中!DfDFPg0E0q2& (2为 9:;;<=>微分0扩散2
算子!其是稀疏矩阵!简称 ?阵+

s 共轭梯度与多网格算法

stu 共轭梯度算法
最常见的共轭梯度算法&/@(!是仅当矩阵 v为对

称及正定的时候!它基于极小化下面函数的思想&U(

w0x2C /
@xlvlxO ylx 0/82

当它的梯度

wC vlxO y 0//2
为零时!该函数极小化!即相当于解方程

vlxC y 0/@2
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极小化的实现是通过产生一个搜索方向 !"的
后继以及改变极小化的因变量 #"$且每一步都是要
找一个量 %"来极小化 &’#"(%"!")$这样经过 *次
迭代后便可到达整个向量空间的极小点$也就是上
式的解$但是由于并不是所有的矩阵 +都是对称的
和正定的$如本文中解决的总变分问题就不是对称
的$所以对普通的共轭梯度算法的一种推广是预处
理双共轭梯度法,--./
现在讨论算法中的收敛速度问题$对于条件好

的矩阵$即0靠近1单位阵的矩阵$普通的共轭梯度算
法效果最好$这提示可以将这些方法应用于如下预
处理条件的形式2

’+34-5+)5#6 +34-57 ’-8)
这种想法是$对于求解接近于 9的某个 +3的线性系
统可能容易些$其中 +34-:+;-$它允许算法在较少
的步数内收敛$矩阵 +3是一个先决条件$下面给出
一种有预处理条件的双共轭梯度算法$或称为

<=>?,--./
+35@"6 A"
+3B5@3"6 A3"

%"6
A3"5@"

!3"5+5!"

C"6
A3"(-5@"(-
A3"5@"

!"(-6 @"( C"!"
!3"(-6 @3"( C"!3"
#"(-6 #"( %"!"

DEF 多网格算法
多网格算法是 =GHIJK在 LM世纪 NM年代首次

提出的$这些方法可以用 O’*)次运算来求解在 *
个网格点上的椭圆形偏微分方程,--.$而多网格法的
关键思想$则可以通过研究最简单的两网格法来理
解,--./
在多网格算法中$需要用到光滑算子P限制算子

和拓展算子/在本文中$光滑方法用的是高斯Q赛德
尔法$其中拓展算子可用下面的矩阵表示2

-RS -RL -RS
-RL - -RL
T

U

V

W-RS -RL -RS
而限制算子则可表示为

M -RX M
-RX -RL -RX
T

U

V

WM -RX M

由于本文中求解的是非线性椭圆问题$因此采
用的是非线性多网格算法’YZ[)/
为实现非线性算法$假定像线性情形一样$已经

有一个能光滑残差向量的松弛过程$于是可以找一
个光滑的修正值 \]来解以下方程

]̂’_])6&] ’-S)

]̂’_3](\])6&] ’-‘)
其中下角 ]代表在细网格上/
为了找到 \]$由于注意到

]̂’_3](\])4 ]̂’_3])6&]4 ]̂’_3])64a] ’-b)
将其转移到如下粗网格上2

]̂c’_]c)4 ]̂c’d_3])64da] ’-N)
即可在粗网格上解’下角 ]3代表在粗网格上)

]̂c’_]c)6 ]̂c’d_3])4da] ’-X)
假定近似解为 _3]c$则粗网格上的修正值为

\3]c6_3]c4d_3] ’-e)
以及

_3]Ifg6_3](h’_3]c4d_3]) ’LM)
因此$YZ[多网格算法与线性多网格算法看来

极其相似$其差别仅是$亏损 a]和近似值 _]都必须
被限制在粗网格上$且真正需要的解非线性系统仅
是在最粗网格上/在实现非线性多网格算法前$还有
一项工作$就是选择一个非线性的平滑格式$本文中
选择的还是非线性的高斯Q赛德尔格式/如离散化方
程后$

î’_-$j$_*)6&i$i6-$j$* ’L-)
则非线性高斯4赛德尔格式可为求 _Ifgi 而解下面的
方程

î’_-$j$_i4-$_Ifgi $_i(-$j$_*)6&i ’LL)
一旦新 _计算出来就要代替旧的 _$其中 _Ifgi

方程通常是线性的$这是因为非线性项通过邻近项
被离散化了$否则$可以用一步牛顿迭代来代替上面
的方程/

_Ifgi 6_klJi 4 î’_klJi )4&i
m̂i’_klJi )Rm_i

’L8)

n 实验结果

为验证本文算法效果$本文选择了小儿心脏超
声图像进行了实验验证$图 -为原始的超声图像侧
视图$图 L’H)为原始的超声图像及三维重建后的俯
视图$图像均为灰度图像$大小为 LSMoLSMpqrfls$
且灰度值的范围在 M至 L‘‘之间/
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!"#小儿心脏侧视原始超声图像 !$#用总变分约束规则平滑后的超声图像

!%#高斯滤波后的超声图像 !&#中值滤波后的超声图像

图 ’ 几种不同方法处理后的小儿心脏超声图像

!"#原始超声图像 !$#加入了 ()*的噪声的超声图像

图 ( 小儿心脏俯视超声图像

由图 ’可见+图 ’!$#证明了基于总变分约束的
方法确实能有效地去除心壁处的噪声+且能保持上
三角处边缘信息+高斯去噪方法虽然能去除噪声+但
同时也模糊了图像的边缘信息!图 ’!%##+而中值滤
波 的 效 果 对 于 超 声 图 像 来 说 效 果 不 是 很 好

!图 ’!&##,
图 (!$#为图 (!"#中加入了 ()*人为噪声的超

声图像+并以此图为待处理图像来分析算法的收敛
性和有效性,
在共轭梯度算法中+首先需要使用固定点迭代

算法对非线性系统进行线性化处理+然后在每一步
固定点迭代中再使用共轭梯度算法,
从图 -中可以看出+只需要迭代有限的几次+结

图 - 固定点迭代算法的收敛性曲线

果就可以满足需要+而在每一步的共轭梯度算法中+

)./ 中国图象图形学报 第 .卷
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本文使用的是针对非对称!非正定系统的预处理双
共轭梯度算法"#$%&’(图 )说明算法很快就收敛
到期望的误差内(

图 ) 当 *+,时共轭梯度算法的收敛性

由图-".’和图-"/’可看出0基于两种算法的处

理0在效果上几乎没有什么差别(对于线性的系统0共
轭梯度算法与多网格算法的时间复杂度都一样0而对
于非线性系统的椭圆形偏微分方程来说0多网格算法
的效率几乎没有降低0时间复杂度还是为1"23452’0
由于共轭梯度算法必须预先进行线性化0所以效率明
显不如多网格算法(从表,可以看出0针对总变分这类
的问题0多网格算法的效率明显高于共轭梯度算法0并
且当图像大小接近"67867’像素时0多网格算法更能
够发挥它的效率0这是因为在多网格算法中0网格的大
小必须是 678670当图像小于678670而大于 679,8
679,时0时间复杂度是按照67867计算的(
表 : 共轭梯度算法和多网格算法分别处理

不同大小图像所需要的时间 单位;<

处理方法
图像大小"#=>?3<’

6)@86)@ ,A@8,A@ ,6@8,6@ A@8A@ B@8B@ )@8)@
#$%& ,-C)6 AC6@ DCE ,C)6 @CBD @C,D

FG3H=I&J=K -CEE -CA6 ,CD6 ,CDL @CDD @CDD

".’使用共轭梯度算法处理的结果 "/’使用多网格算法处理的结果

图 - 小儿心脏俯视超声图像两种不同方法处理结果

M 结 论

因为常见的平滑去噪方法较难解决去噪与模糊

之间的矛盾0而总变分法则可以解决这样的矛盾(在
用共轭梯度算法进行平滑去噪的过程中0由于它是
一个病态的系统0需首先使得系统稳定0然后采用固
定点迭代算法使其线性化0才可以保证系统是全局
收敛的0所以解的初始值选择对结果影响不大(在每
一步固定点迭代求解大规模的线性系统时0由于

N?<<=.O微分"扩散’算子是一个稀疏矩阵0虽然本
文中采用了针对稀疏矩阵 P的存储方法0但对于多
网格算法则不需要进行繁琐的预处理0因此算法的
效率提高了0根据上面的实验结果0多网格算法的计
算时间大概是共轭梯度算法的 ,QD(
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29杨新>图像偏微分方程的原理与应用HOI1上海8上海交通大学

出版社19ZZ<8YZ;YY>

陈 胜 23:4年生12333年获得西安

电子科技大学计算机学院学士学位19ZZ9
年于西安电子科技大学获得硕士学位1现

为上海交通大学自动化系博士研究生e主

要研究领域为偏微分方程在医学图像处理

中的应用e

KU/&*’8)E%CE%f24<>)"/

杨 新 23XZ年生123=9年获西北工

业大学自动控制工程硕士学位1233X年在

比利时布鲁塞尔自由大学获应用科学博士

学位1233X年至 233:年在西北工业大学计

算机系进行博士后研究1现为上海交通大

学图像处理域模式识别研究所教授1博士

生导师e主要从事有关图像偏微分方程算

法和应用g序列图像中的运动物体识别g图

像匹配等研究e

姚丽萍 9ZZ<年获上海第二医科大学硕士学位e
研究领域为小儿先天性心脏病的超声心动图诊断e

孙 锟 2349年生123=X年毕业于温州医学院儿

科系123=:年考入上海第二医科大学1先后获硕士和博

士学位1现为上海第二医科大学教授1博士生导师e研究

领域为小儿心血管1长期从事小儿先天性心脏病的超声

心动图及心导管造影诊断e
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